
А13. ху: yz (x: у) z
xry : x2y :. .. : xny |— (x1: x2:. . . : xn) у 

A14. (x : y) z\—xz : у
(x1: x2: . ..: xn) у |— xry :x2: ... :xn
(x1: x2xn) (y1: ... : ym) [—
x^y1:... \хгут :x2:... *.xn

Аксиомные схемы Аб, A9, A10, A13 и Л14 можно рас
сматривать как множества аксиомных схем. Но можно так
же последние строки в них рассматривать как запись общих 
случаев, а предшествующие им строки — как частные 
случаи, поясняющие общие случаи.

Правила вывода 51:

Ri. Если х}— уиу]— z, Toxf—z
R2. Если х у и х |—• 2, то х |— yz
R3. Если х у и у х, то z |—- г?, 

где v получается из z путем замены вхождения высказы
вания х (не обязательно всех) в z высказыванием у.

DQ. Формула следования х [— у доказуема в S1 (есть 
теорема 51), если и только если она есть аксиома 51 
или получается из доказуемых в S1 формул следования по 
правилам вывода 51.

Система S1 была сформулирована (в несколько ином 
виде) автором в работах [3, 5, 8]. Излагаемые ниже доказа
тельства непарадоксальности, непротиворечивости, неза
висимости и полноты 51 даны Г. А. Смирновым в работе 
[12].

§ 2. Некоторые теоремные схемы

Приведем ряд теоремных схем, которые потребуются в 
дальнейшем (доказательство дано Г. А. Смирновым в [12]). 
В качестве сокращения для х |— у и у [— х будем употреб
лять символ х —1|— у.
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Ti. ху\—У
T2. xf— x 
7’3. x\—xx 
TA. xx\—x 
T5. yx\—xy 

T6. x:y\—y.x

1. — (x: y) yx : ~y~x
2. — (x : y) |---- (y : x)
3. — (У : x) [- ~ (x : y)
4. ~ ~ (x: y) |----- ---  (y : x)

3.x:y\-~y :x 

TT. y:x\—x:y

[44, АЗ, Я1]

[41, 42, Я1]

\T2, 7?2]

[43]

[44]

[49, 44, T5, 7?3]
[1, 410, 7?1]

[2]
[2, 3, R3] 

[41, 4, 7?1]

[Т6].

T8. Доказательство правила коммутации для случая 
х1: ... :хп (п 2) опирается на 45, 46, 49—412, Тб, Т7.

Ниже ссылки на 41, 45, 46, Т2— Т8 в большинстве 
случаев опускаются как очевидные.

T9. (х: у) z |— xz: yz
l.(x-.y)z\- (y:xz)z
2. (х : у) z |— xz : yz

[414, Tl, R2]
[1, 414, Я1]

7'10. Для случая х1: ... : хп (п 2) доказательство 
аналогично доказательству T9.

Т11. —х:х — х:х~х

Т12. х:х — х:х — х[—х

[ТЗ, Т4, 41, 47, 7?1, 7?3] 

[413, Т1, Я1]
Т13. х\—х: х — х

1. —х\— ^(х-.х — х:х — х) [TH, Т12, 7?3]
2. х:х — хгх—'Х —11— х:(х~х:х — х)

[411, 412]
3. ~ж|-----(х: (хг—х •. х — х)) [1, 2, R3, 2?1]
4. ~ж[— ж (ж—'Х-.х — х)-. — х — (х-'-'Х'.х — х)

[3, 49, Д1]
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5. x— х:х— х—1|—'—(х:—х) [410]
6. ~ х |— х {х — х: х — х): <— х {х : х)

[4, 5, 773, 771]
7. — ж |-----х: х — х: х-~-х:х~х

[6, 413, 7’10, 412, 773,771]
8. ж|—{х:х~х:х— х):х— х [7,411,771]
9. х[-х:х~х [8, 741, 742, 773, 771]

744. х:х~х\- х [413,74,771]
745. х:у\— х — у:~ху

1 .x: у I— ~{ху:~х~у) [41,49,773,771]
2 .ж : у |— х~ху~у:~ (ху) ~{~х~у)

[1, 49, 771]
3 . (х: у) [- х ~ у: ~ ху

[2, 47, 413, 740, 411, 412, 743, 744, 773, 7?1]

746. х — у:—ху\—х:у
1 .х~у : ~ ху\---- {х~ху~у : ~{х~у)~(ху))

[41, 49, 771, 773]
2 .ж~у :~жу|----(жу:~ж~у)

[1, 411, 412, 740, 48, 47, 743, Т\А, R3, 7?1]
З .ж— у :—ху\—х:у [2,410,41,773,771].

ТП. Для случая ж1 : ж2: ...: жп (п 2) доказательство 
аналогично 745 и 746.

748. х[—х{х:~х) [743 , 413,771]

749. ж (ж: — ж)|—ж [43]

7’20. xz : у |— (жг: у) (ж: — ж)
l. xz:y\—xz— у:—(xz)y [747]
2. xz : у |— xz — у-—' xzy :х — zy: — х — zy

[1, 48, 413, 7’10, 773, 412, 43]
3. xz: у [— {xz — у: —-xzy: ж—zy: ~ж—zy)(x: —ж) 

[2, 7’18, 7’19, 773, 413, 43].
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§ 3. Некоторые сокращающие определения

4. xz : у [— х: — ж
5. xz : у |— (xz :у)(х:—х)

[3, Т2, R2] 
[4, Т2, 7?2]

7’21. (xz : у)(х : ~ х)[—xz : у [ЛЗ]

7’22. (х:у)х\------ у
1.(х:у)х\— х: ху [ПО]
2. (х : у) х[- (х: ху)(у ; ~ у) [1, Т20, Д1]
3.(х:у)х\—-~-у:у:у [2, Л14, Л13, АЗ, Я1]
£.(х:у)х\------ у [3, П7, Л13, 74, Я1]

7’23. (х-.у)~х\-у
1.(х:у)~х\-х~у:~ху [ЛЗ, Til, Я1]
2. (х: у) ~ х |— ~ х: — у [1, Т17, Л1]
З.(х;у)~х\-(~х:~у)'-<х [2, 7’1,7?2]
4. (х: у) ~ х |— у [3, Т22, Я1].

Di. (х и у) есть сокращение для ху : ~ ху: ~ х ~ у.
Символ есть знак материальной импликации. По

следняя не имеет никакого иного смысла, кроме указан
ного в D1.

D2. (х \/ у) есть сокращение для ~ я ~ у); х* \/ 
V х2 V ••• V есть сокращение для ~ ~ х2 ... ~хп}.

Символ \/ есть знак соединительной дизъюнкции и чи
тается как «по крайней мере одно из».

Операторы zd и \J могут быть приняты как первичные. 
Тогда для них потребуется дополнительные аксиомные 
схемы:

Л15. х^эу\—ху:—ху:—х — у

Л16. ху:—ху:^х — y\—xzjy

All. хх V х2 V • • • V хП Н — (— х^^х2. . . — хп)
А18. — х1 — х2. .. ~ хп) |~ х1 V х2 V. •. V &
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